STUDIA METODOLOGICZNE

Jacek BIALEK

Propozycja indeksu cen

W teorii indeksdw statystycznych wyr6zni¢ mozna nastepujace Kierunki
(von der Lippe, 2007):

e Ujecie aksjomatyczne, w ramach ktorego okreslamy pozadane wilasnosci ma-

tematyczne indeksow (tzw. testy) i szukamy konstrukcji indeksu, ktory spet-

niatby mozliwie jak najwigcej postulatow lub przynajmniej te z nich, ktore
maja charakter aksjomatow;

e Ujecie stochastyczne, gdzie poszukujac idealnej formuty indeksu nie opieramy
sig na wspomnianych testach, lecz wiasnosciach statystycznych indeksow
(np. chcemy minimalizowa¢ ich zmiennos¢ mierzona wariancja). Wspolnym
ogniwem podejscia aksjomatycznego i stochastycznego jest tzw. atomistyczna
teoria indeksdw, zgodnie z ktora uwzglednia sie jedynie obserwowalne
zmienne (ceny i ilosci komponentéw) oraz zaktada sie, ze ceny i ilosci kom-
ponentéw sa od siebie niezalezne;

e ujecie czynnikowe, gdzie ceny i ilosci komponentdw traktuje sie jako czynni-
ki w czteropolowym planie eksperymentalnym, a nastepnie za pomoca analizy
wariancji (ANOVA) wyznacza sie rozwiazanie systemu réwnan minimalizu-
jacego wariancje estymatordow parametrow modelu;

e ujecie ekonomiczne, ktorego geneza lezy u zrédta problemu pomiaru inflacji
za pomoca indeksu kosztow utrzymania (COLI — Cost of Living Index).
W przeciwienstwie do podejscia aksjomatycznego i stochastycznego nie opie-
ra si¢ tu jedynie na bezposrednio obserwowalnych zmiennych (np. minimal-
nego kosztu utrzymania nie obserwuje si¢ bezposrednio) i co wigcej, nie za-
ktada si¢ braku zaleznosci pomigdzy cenami i ilosciami. W podejsciu tym
przyjmuje sie, ze pomiedzy cenami i ilosciami istnieja wzajemne relacje wy-
jasniane przez modele mikroekonomiczne;

o ujecie Divisia, w ktorym szacujac warto$¢ indeksu bierze sie pod uwage nie
tylko okres bazowy i badany (a wigc krance rozwazanego interwatu czasowe-
go), ale réwniez wszystkie momenty posrednie. W literaturze przedmiotu spo-
tka¢ mozna tu zarébwno modele z czasem skokowym, jak i ciagtym (Biatek,
2006, 2007).

Celem artykutu jest prezentacja autorskiego indeksu cen, ktory oceniany be-
dzie z aksjomatycznego punktu widzenia. A zatem zamierzeniem autora jest
konstrukcja indeksu statystycznego, ktory spetniatby mozliwie jak najwiecej
sposrod pozadanych wilasnosci (aksjomatéw) nazywanych przez teoretykow
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indeksow testami. Wiadomo bowiem, ze nawet powszechnie stosowane indeksy
czesto sa niedoskonate z punktu widzenia aksjomatyki (np. indeksy Laspeyresa
czy Paaschego nie spetniaja testu kotowego, jak tez odwrdconego czasu von der
Lippe (2007)). Z kolei indeksy doskonalsze pod tym wzgledem (np. indeks
Fishera czy Tornqvista) nie maja cennej interpretacji ekonomicznej (Biatek,
2005). Co wiecej, watpliwos¢ budzi¢ moze réwniez przyjecie przez Fishera za-
ozenia, iz prawdziwa wartos¢ indeksu znajduje sie w przedziale, ktérego krance
wyznaczone sa przez indeksy Laspeyresa i Paaschego. W opracowaniu proponu-
je sie wiec indeks dolny i gérny (wzory (1) i (2)), ktére faktycznie wyznaczaja
przedziat zawierajacy wartos¢ wszystkich znanych indekséw cen. Dlatego tez,
zdaniem autora, naturalniejszym jest przyjecie formuty indeksu cen stanowiacej
srednig geometryczna z tych wiasnie indeksow (wzor (6)).

Podobnie jak wielu innych autoréw, w artykule abstrahujemy od interpretacji
ekonomicznej, ktora w zastosowaniach indekséw superlatywnych ma znaczenie
drugorzedne (von der Lippe, 2007). Uzasadnieniem takiego stanowiska moga
by¢ zastosowania tego rodzaju indeksow do pomiaru obciazenia indeksu COLI
(Crawford, 1998; Cunningham, 1996; Hatka i Leszczynska, 2011), konstruowa-
nie indeksow gietdowych opartych na indeksach cen (np. indeks VLCI — Value
Line Composite Index), definiowanie przecietnej stopy zwrotu funduszy inwe-
stycyjnych czy emerytalnych za pomoca fancuchowych indekséw cen (Gajek,
Katuszka, 2000, 2001; Biatek, 2012), czy wreszcie konstruowanie miar ocenia-
jacych dynamike OFE w przedziale czasowym (Biatek, 2009; Biatek, 2011). We
wszystkich tych zastosowaniach gtéwnym problemem jest zawsze wybor odpo-
wiedniej formuty indeksu, przy czym wiasciwie bez znaczenia jest jego interpre-
tacja ekonomiczna. W tego rodzaju zagadnieniach o wiele istotniejsze jest to, na
ile wiernie indeks cen odzwierciedla rzeczywista ich dynamike. A zatem, pro-
blem poszukiwania wiasciwych formut indekséw o dobrych wiasnosciach ak-
sjomatycznych, ale takze statystycznych' jest nadal otwarty. Opracowanie
przedstawia autorska propozycje indeksu, ktéry moze stanowié alternatywe dla
indekséw superlatywnych (Fishera, Marshalla-Edgewortha czy Walsha).

AKSJOMATYKA INDEKSOW CEN

W artykule ograniczymy rozwazania do indeksow cen. Oznaczmy zatem formu-
te indeksu cenowego okreslonego dla N komponentow jako 17 (QS,Qt, PS,PY),
gdzie:

PS=[p?, p3,..., py I — wektor cen dla okresu bazowego s;

’

Pt =[p}, p,..., pi I — wektor cen dla okresu badanego t;

! Interesuje nas np. indeks o niewielkiej zmiennosci mierzonej odchyleniem standardowym badz
wariancja. Tego aspektu jednak w artykule nie omawiamy, wchodzi ono bowiem w zakres tzw.
Ujecia stochastycznego.
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Q®=[a;,q3,....,qy ] — wektor ilosci dla okresu bazowego s;
Q' =[qf,q5, ... ak ] — wektor ilosci dla okresu badanego t.

Postulaty dla indekséw statystycznych znalezé mozna m.in. u Krzysztofiak
i Luszniewicz (1997), Balk (1995) czy von der Lippe (2007). Najczesciej od
indekséw agregatowych wymaga sie by spetniaty nastepujace testy:
e proporcjonalnosci (proportionality test) méwiacy, iz w przypadku proporcjo-
nalnych zmian cen wszystkich komponentéw agregatowy indeks cen ulega
zmianie wedtug stalej proporcji, tzn.:

t
IP(QS,Q!, PS, Pty=k, gdzie k=P ie{L,2,.... N}
p

s !
i

e liniowej homogenicznosci (linear homogeneity):
| P(Qs,Qt’ Ps,th):kI P(Qs,Qt’ ps, pt)

¢ jednoznacznosci (identity test), ktory postuluje, aby w przypadku braku zmian
cen komponentow w okresie badanym w stosunku do bazowego indeks dy-
namiki przyjal wartos¢ jeden (szczegdlny przypadek poprzedniego testu,
wprowadzony przez Laspeyresa);

o odwracalnosci w czasie (time reversal test), ktory narzuca aby indeks cenowy
wyznaczony dla okresu bazowego s i badanego t stanowit odwrotnos¢ indeksu
wyznaczonego dla okresu bazowego t i badanego s, czyli:

|P(Qs,Qt, ps’ pt)_ | P(Qt,Qs, pt, PS):]_
e wymiarowosci cen (price dimensionality test) orzekajacy, iz agregatowy in-

deks cen nie zmienia swej wartosci liczbowej w przypadku zmiany jednostki
miary jakiegokolwiek sktadnika cenowego:

1(Q%,Qt, cPs,cPY)=1(Q%,Qt, PS,Pt)dla ¢>0
o wspd/miernosci (commensurability test) orzekajacy, iz agregatowy indeks cen
nie zmienia swej wartosci liczbowej w przypadku zmiany jednostki miary ja-
kiegokolwiek sktadnika cenowego, co mozna wyrazi¢ formuta matematyczna:

IP(Z_lQS,ﬂ,—th,ﬂPS,/iPt)z | P(QS,Qt, Ps, Pt)

gdzie A to dowolna diagonalna macierz o dodatnich wyrazach na gtéwnej prze-
katnej.
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W literaturze przedmiotu rozwaza sie tzw. systemy minimalnych wymagar
(systems of minimum reguirements). Wyrdzni¢ mozna by tutaj system Martinie-
go (1992), Eichhorna i Voellera (1976) czy Olta (1996). Pierwszy z nich wydaje
sie by¢ najmniej restrykcyjny, wymaga bowiem aby dobrze skonstruowany in-
deks spetniat przynajmniej testy jednoznacznosci, wspotmiernosci i liniowej
homogenicznosci. W artykule podano propozycje indeksu, ktdry spetnia wymogi
wszystkich wymienionych systeméw minimalnych wymagan.

PROPOZYCJA INDEKSU CEN

W ramach wprowadzonych oznaczen zdefiniujmy indeks dolny cen jako:

N
2 min(a?, o) pf

|LP(QS,Qt,PS,Pt)= |’\Tl (1)
> max(qf, qf) p

i=1

oraz indeks gérny cen w postaci:

N
2 max(af, df) p}

15(Q%,Qt, Ps, PH)=12 )
lemin(quq%) p?

Mozna zauwazy¢, iz zachodzi:

12(Q%,Q, Ps, Py <min(17,(Q%,QY, PS, PY), IF (Q%,Qt, PS, Pt)) <

<max (11, (Q%,Qt, PS, PY), 15, (Q%,QY, P5, PY) <15 (Q%,Qt, PS5, PY) ®)

gdzie 17,(Q%,Qt, P8, PY) oraz I15,(Q%,Qt, PS,P!) stanowia odpowiednio ce-
nowy indeks Laspeyresa i Paaschego, tzn.:

N
2.a°pi
0.0 P P =T — @

ZQiS p?
i=1

17



N

2.arpi
|§a(QS,Qt,PS,Pt):|§1— (5)

D atpf

i=1

Proponowana formuta indeksu ma postac¢:

|BP(QS,Qt,PS,Pt)z\/lLP(QS,Qt,PS,Pt)"S(QS,Qt,PS,Pt)

(6)

W dalszej czesci pracy omowimy podstawowe wiasnosci formuty (6).

WEZASNOSCI PROPONOWANEGO INDEKSU

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

Q' > Qs, jezeli Vie{L,.,N} q!>qf;
Q! <Qs, jezeli Vie{l,.,N} qf<qg’.

Oznaczmy réwniez indeks zmiany wartosci agregatu jako
N
2.dipt
()

Iw (Qs,Qt, Ps, pt): il\Tl

ZQis p?
i=1

Mozna zauwazyé, iz jezeli Q! >~ QS to zachodzi:

15(Q°. Q1 P5, P = Iy (Q%,Qt, PS, PY) (8)
natomiast, gdy spetniona jest relacja Q' < Q¢ otrzymujemy:
IP(Q°. Q1 P5, P =y (Q%,Q!, PS, PY) 9)
W obu sytuacjach okazuje sig, ze:
(10)

|§(QS,Qt, ps’ Pt)=|E(QS,Qt, ps' pt)
gdzie IE(Q%,Qt, PS, Pt)jest cenowym indeksem Fishera, stanowiacym srednia

geometryczna z indeksdw Laspeyresa i Paaschego.
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Twierdzenie 1

Formuta (6) spetnia test proporcjonalnosci, liniowej homogenicznosci,
jednoznacznosci, odwracalnosci w czasie, wymiarowosci cen oraz wspotmier-
nosci.

Dowdd

Proporcjonalnosé. Zatdézmy, ze dla pewnego dodatniego k zachodzi P! =kPS.
Wowczas:

IBP(QSaQt,PS,Pt):lBP(QS,Qt,PS'sz):

N N
min (g, of)-kpf > max(q’, af)-kpf
_ ; i i |.§ i i i ik

N N
D max(qgf, af)pf D min(af, af)pf
i=1 i=1

(11)

Liniowa homogenicznosé. Zauwazmy, ze dla dowolnego dodatniego k zacho-
dzi:

N N
2 min(a?, af)-kpi > max(q?, af)-kpf
1£(Q%,Q!, P3 kPY) = |EL i -

N
> max(af, qf)pf D> min(af, af)pf
i=1 i=1

—Vk21£(Q®,Q", P, Pty =kIE (Q®,Q!, PS, Pt)

(12)

Jednoznacznos¢é wynika wprost z proporcjonalnosci (wystarczy przyjaé¢ k=1).
Odwracalnosé w czasie. Zauwazmy, ze zamieniajac okres bazowy z badanym
otrzymujemy:

|§(QS,Qt,PS,Pt)~|§(Qt,QS,Pt,PS)=
=JIP(Q®,Q4, P%,P1)-15(Q%, Q. PS, P 1P (Q', Q%, P, P%)- 15 (Q1,Q°, P, P¥) =

N . N N . N (13)
> min(qf,qf) pf Y max(q’,qf) pf D min(al,af) p > max(qaf,qf) pf
_ |i= =L =l i -1

N N N N
D max(qf,af) pf Y min(af,qf) pf Y max(af,qf)pf D min(af,qf) pf
i=1 i=1 i=1l i=1

19



Wymiarowosé cen. Z definicji indeksu (6) wynika, ze dla dowolnego dodat-
niego k mamy:

N N
2 min(a?, abkp? > max(a?, of Ykp
IBP(QS!QtakPS, th)= I,\Tl . Il:\ll = (14)
D max(qf, afkps D min(q?’, gf )kpf
i=1 i=1
=15(Q%.Q" P, PY

Wspdmiernosé. Niech A4 bedzie dowolna diagonalna macierza o wymiarach NxN
i nieujemnych wyrazach, natomiast A bedzie macierza do niej odwrotna, tzn.:

/7.1 0 .. 0 ﬂ,l_l o .. 0
04 .. 0 0 /1—1 0
/1= , —1: 2
0 . . o 40 0T (15)
0 .. 04N 0 .. 04
Zauwazmy, ze prawdziwa jest rownos¢:
N N
> min(Atas, Atah)Aips D max(4itas, A4tal)Aips
15 (A71Q%, A1Q! APS APY) = |- = _

Ymax(Aqs, A4 ) Aips Y min(Aitas, Ataf) A pf
i=1 i=1
N 1 N
> A4 min(gf,qf)Aips Y ATt max(af,qf)Aips

- |i=t i=1 3

_ (16)

N N
> Aitmax(af,qf)Aips Y At min(af,qf)ipf
i=1 i=1

p=4

N
D> min(qf,qf)ps D> max(qf,qf)ps
i=1

izl

=z

N
max(q’,qf)p; Y min(q?,af)ps

=1 i=1

= 1£(Q°.Q'P*.PY)
PRZYKZADY

Przyk#ad 1

Rozwazmy agregat sktadajacy sie z N =4 komponentow, ktorych ceny i ilosci
w okresie bazowym s i badanym t okreslaja wektory:

Ps =[10, 2000, 300,1000]"; QS =[2000, 200, 3000, 5]';
Pt =[150, 1500, 300,1300]"; Q' =[2200,150, 5000, 7]'.
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Po przeprowadzeniu obliczen uzyskano nastepujace wyniki omdwionych
indeksow cen.

WARTOSCI INDEKSOW CEN DANYCH UMOWNYCH
Z PRZYKLADU 1

Formuta indeksu Wartos¢ indeksu
15,Q°.QN PSP e, 1,001
15 (Q%.QYPS,PY) e 1,0183
1E(Q%,Q"P5,PY) e 1,0096
I7(Q%,Q"P%,P!) o 0,6730
15(Q%,Q',PS,PY) e 1,52249
15 (Q%. Q" PS,PY) s 1,0122

716 dto: obliczenia wiasne w Mathematica 6.0.

Wida¢, iz w przypadku braku ekstremalnych zmian cen badz ilosci kompo-
nentdbw w poréwnywanych okresach roznice wskazan pomiedzy indeksem

Fishera? a proponowanym indeksem IS sa znikome (wartosci pogrubione
w tabeli).

Przyk#ad 2

Wykr. 1. ROZNICA POMIEDZY INDEKSEM PROPONOWANYM
AINDEKSEM FISHERA W ZALEZNOSCI OD PARAMETRU «

Ig(a)~If(a)
0,08+

0,06+
0,04

0,02+

0,00 \ \ ‘ " a
0 50 100 150 200

71 6d1o: obliczenia whasne.

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktdrej dane uzupetniamy o parametr rzeczywisty
a, determinujacy skalg roznic cen i ilosci w poréwnywanych okresach. Przyj-
mijmy zatem:

PS =[100, 2000, 300,1000+a]; Q° =[2000, 200 +a, 3000, 5];
% Indeks Fishera wybrano do poréwnan ze wzgledu na bardzo dobre wiasnosci matematyczne.
Czesto nazywa sie go indeksem idealnym ze wzgledu na spetniony, bardzo restrykcyjny test od-

wrdconego czasu (Biatek, 2005).
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P! =[150+a, 1500—-a,300+2a,1300—-a]’;
Ql= [2200+4a,150,5000+10a,7+0,1a],

gdzie ae[0,200]. Wartos¢ parametru dobrano tak, aby uwypukli¢ réznice po-

miedzy indeksem Fishera i indeksem proponowanym. Otrzymano krzywa zapre-
zentowana na wykr. 1.

Przyk#ad 3

Wykr. 2. WARTOSCI INDEKSU FISHERA ORAZ INDEKSU PROPONOWANEGO
W ZALEZNOSCI OD PARAMETRU «

1[?(“)

0,960 -
0,955
0,950 +
0,945 +
0,940 4

0,935 -

0,930 ‘ ‘ ‘ ‘ a
500

Ip(a)
0,9735 4

0,9734

0,9733

0,9732 ~

0,9731 ~

0,9730 \ \ T ‘ ‘
0 , 100 200 300 400 500

Z 16 dto: jak przy wykr. 1.

Rozwazmy teraz ekstremalna sytuacje, gdy zmiany ilosci dwoch komponen-
tow w okresie badanym w poréwnaniu do okresu bazowego sa zdecydowanie
bardziej dynamiczne niz w przypadku zmian ilosci pozostatych dwéch kompo-
nentéw. Co wiecej, te bardziej dynamiczne zmiany dotycza komponentow, kté-
rych cena nie ulegta zmianie w poréwnywanych okresach. W wazonych formu-
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tach indeksdw wagi ustalane sa na podstawie ilosci, dlatego w przypadku domi-
nujacego udziatu ilosci komponentdéw o niezmieniajacej sie cenie wartos¢ indek-
su cen powinna oscylowa¢ wokét jednosci.

Tymczasem przyjmujac:

PS =[100, 2000, 300,1000]; QS =[2000, 200+ a, 3000, 5]’;
Pt =[100,1500,300,1300]; Q! =[2200+a%,150,5000+a3,7+a],
ae[0,500],

otrzymano w rezultacie anomalne zachowanie indeksu Fishera i poprawne in-
deksu 1§ (wykr. 2).

Whioski

Z twierdzenia 1 wynika, iz formuta indeksu 15 (Q%,Qt, PS,P') okreslona

wzorem (6) jest skonstruowana poprawnie z aksjomatycznego punktu widzenia.
Indeks ten spetnia podstawowe testy wymienione chociazby w systemie mini-
malnych wymagan Martiniego (1992) oraz, podobnie jak indeks Fishera, re-
strykcyjny test odwrdconego czasu. Analiza danych umownych z przyktadéw
1—3 pokazuje, iz w typowych przypadkach, gdzie zmiany cen i ilosci agregatu
nie beda zbyt gwattowne w porownywanych okresach, wartosci indeksu Fishera
i proponowanego sa zblizone. Jednak rdznice wskazan tych indekséw beda tym
wigksze, im wigksze zaburzenia wprowadzimy pomigdzy ceny i ilosci dla bada-
nych okresdw.

dr Jacek Biatek — Uniwersytet £6dzki
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SUMMARY

In the article the Author presents and discusses a hew price index formula.
The paper shows that the proposed formula satisfies basic tests coming from the
price index theory. Using some examples the discussed index is compared to the
Fisher index.
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